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Uvod

Posmatramo DJ n-tog reda F(x,y, y’, ...,y) = 0 koje se mogu
zapisati u obliku y(™ = f(x,y’, ...,y 1) ().

Teorema

Neka su u jednacini (%) funkcija f i njeni parcijalni izvodi neprekidni u
nekoj oblasti koja sadrzi tacku odredenu vrednostima
X=X0,Y=Yo..,y"n "= yé”_”. Tada postoji jeinstveno resenje

y = y(x) jednacine (%) koje zadovoljava uslove

— —1
Vix=x, = y07y/|x:xo = yé, m’y(n 1)|x:xo = }’én )-

n—1)

USIOVi ¥ [x—x, = Y0, ¥’ lx=xo = Yr - Y D]xex, = ¥ ") se nazivaju

pocetni uslovi.
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Definicija
Opste resenje DJ (%) je familija funkcija y = ¢(x, Cy, ..., Cy) koja
zavisi od konstanti Cy, ..., Cp.

Za zadate pocetne uslove postoje konstance Cy = C?, ..., C, = C9
takve da ¢(x, Cy, ..., C,) zadovoljava te uslove. Partikularno resenje
jednacine (%) je ono reSenje koje se dobija iz opsteg stavijajuci
Ci=0C),..,Ch=C).
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Svodenje na DJ nizeg reda

@ y") = f(x) gde je f(x) neprekidna funkcija. Redenje se dobija
integrisanjem n puta:
y = [dx [dx.. [f(x)dx + Cix""" + Cox""2 + ... + Cp_1X + Cp.
Q y/=f(x.y))-Uvodisesmenaz=y =2z =y" =z = f(x,2)
je jednacina prvog reda. Ako je njeno reSenje z = p(x, C;) onda
se reSavanjem y’ = o(x, Cy) dobija opste reSenje polazne:
y= f(p(X, C1)dX—|— Cg.
Q vy’ =f(y,y') - Uvodi se smena

I n_dy _dpo_dp dy _ dp .
YV=py)=Y' =gt =% = d ok = dy y. Zamenom u

polaznu jednacinu dobijamoDJ prvog reda: p - dp = f(y,p). Ako
je njeno reSenje p = ¢(y, Cy), vratanjem smene

y'= Zﬁ = o(y, Cy) dobijamo opéte resenje polazne:

S/ yC1 =[dx=[ yc)*X—J—Cz.
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Linearne DJ viSeg reda

Definicija
Linearna diferencijalna jednacina (LDJ) n-tog reda je oblika

Yy 4+ f(x)y"=D L+ f(x)y = h(x) gde su fy, ..., f, i h zadate
funkcije.

Ako je h = 0 onda je to homogena LDJ n-tog reda.

Definicija
Ako su fi, ..., f, realne konstante dobija se

y(™ 4 a;y(=1 4+ a,y = h(x) LDJ n-tog reda sa konstantnim
koeficijentima (LDJsKK).
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Definicija

Za funkcije p1(x), ..., pn(X) definisane na (a, b) se kaZe da su
linearno zavisne na (a, b) ako postoje konstante a4, ..., a, od kojih je
bar jedna razlicita od 0 takve da ai1(X) + ... + anpn(x) = 0 za svako
X € (a,b).

Ako funkcije ¢1(x), ..., pn(X) nisu linearno zavisne onda su linearno
nezavisne.
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Definicija

Za funkcije p1(x), ..., on(X) funkcionalna determinanta

p1(x) o en(X)
Oi(x) o ep(x)
W(p1, ..., on)(x) = : :
A7) oV (x)

zove se Vronskijeva determinanta ili Vronskijan.

Teorema

Resenja y1, ..., y» homogene LDJ n-tog reda sa konstantnim
koeficijentima su linearno zavisna akko je

W(p1,....,0n)(x) = 0,Vx € (a, b), a linearno nezavisna akko je
W(SD“ PR ) <Pn)(x) # O7vx € (a’ b)
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Homogene LDJ drugog reda sa konstantnim
koeficijentima

y'"+py'+qy=0, pgeR (©)
| ——
L(y)

Teorema
Ako su y1 i y» reSenja jednacine (V) onda je
Ciy1 + Coys, Cy, Co = const takode reSenje jednacine ().

Dokaz na ¢asu.

Teorema

Ako su yq i y» dva linearno nezavisna resenja jednacine (V) onda je
y = Ciy1 + Coys, Cq, Co = const njeno opste resenje.

Dokaz na ¢asu.
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Na osnovu teoreme reSavanje DJ (O) se svodi na trazenje linearno
nezavisnih partikularnih reSenja.

Potrazimo partikularna reSenja u obliku y = e**, X\ = const
= y/ _ )\e)\x’ y// — )\Ze)\x

Zamenom u (V) L(y) =y" + py’ +qy:

= L(e™) = N2eM + pre™ + ge™
_ AN ()2 —
=e7 (X +pr+q)=0
#0
=M +pA+q=0

A2 + pA + g = 0 se zove karakteristi¢na jednacina DJ (9).

Prema prirodi karakteristi¢ne jednacine, razlikujemo 3 slucaja:
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Koreni karakteristicne jednacine su realni i razliciti:
A1, A2 € R, Ay 7/: Ao.

Tada su partikularna re$enja: y; = eMX i y, = e'2X.

Vazida je W(ys,y2) # 0 pasu y i y» linearno nezavisna partikularna
reSenja (dokaz na ¢asu!).

Na osnovu teoreme, y = CieM* + C.e*?* je opste resenje jednacine
(©).
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Koreni karakteristi¢ne jednacine su realni i jednaki:
A, 2 €R, Ay =X =8.

Tada su partikularna reSenja: y; = e i yo = xes*.

Vazida je W(y1,y2) # 0 pasu y i y» linearno nezavisna partikularna
reSenja (dokaz na ¢asu!).

Na osnovu teoreme, y = Cie%* + Coxes* = (Cq + xCo)e’* je opste
reSenje jednacine (Q).



Uvod

Svodenje na DJ nizeg reda
Linearne DJ viSeg reda
Homogene LDJ drugog reda skKK
Neomogene LDJ drugog reda skK
Linearne DJ n-tog reda sKK

Diferencijalne jednacine viSeg reda

Koreni karakteristi¢ne jednacine su kompleksni brojevi:
M=a+iB, a=a—Ii8, 8#0.

Tada su partikularna reSenja:
yi = e(aJriB)x — eaxeiﬁx
Vo = e(a—i,@)x _ eaxe—iﬂx.

Primenimo Ojlerovu formulu /%X = cos(Ax) + isin(B8x):
Y1 = e**cos(5x) + ie** sin(5x)
Yo = e*¥cos(fSx) — ie** sin(5x)
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Definicija

Izvod kompleksne funkcije w(x)

= u(x) £ iv(x) gde su u(x) i v(x)
realne funkcije, definise se sa w'(x)

= u'(x) £ ivV'(x).

Teorema
Ako w(x) = u(x) £ iv(x) zadovoljava jednacinu (V) onda je
zadovoljavaju i u(x) i v(x).

Dokaz na ¢asu.

Primenimo teoremu na y; i y»:
y1 = e** cos(fx) +i e** sin(Bx)

u(x) v(x)
yo = e** cos(Bx) —i e sin(Bx)
u(x) v(x)
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= u(x) = e** cos(fx) i v(x) = e**sin(Sx)
su takode reSenja jednacine (©).

Vazidaje W(u,v) # 0 pasu ui v linearno nezavisna partikularna
reSenja (dokaz na Casul!).

Na osnovu teoreme,

y = Ciu(x) + Cov(x)
= C1e** cos(Bx) + Coe** sin(Bx)
= e*(Cy cos(Bx) + Czsin(Bx))

je opste reSenje jednaline (V).
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Nehomogene LDJ drugog reda sa konstantnim
koeficijentima
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	Diferencijalne jednacine višeg reda
	Uvod
	Svoenje na DJ nižeg reda
	Linearne DJ višeg reda
	Homogene LDJ drugog reda sKK
	Neomogene LDJ drugog reda sKK
	Linearne DJ n-tog reda sKK




